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.» 'u - Si abbiano n quantità che misurano l’ intensità di un

e to carattere in 11 casi. Ordiniamo tali quantità in modo che

ognuna di esse sia inferiore od eguale alla successiva, e con

a, (k: l, 2.... n) indichiamo la quantità che, nella successione
così ottenuta, presenta il numero (1

’

ordine k.
Per due qualsiasi valori (1', ‘l) di k

,

tali che sia i< l, sarà

a, 5 n, (il

l 1 I

__ 41,,_€ ’- ‘ u, (2)

l l =tr r
e
»

a
.
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Da questa relazione si ricava l’ altra

1'

T (3)

-‘

2 a,
‘:‘ 4
L
_.

L a,
l=|

e quindi, come caso particolare, per I: n,

i
:Qri*=[ti

11M»

I 'l

Poniamo, per semplicità, Eo,,=A,; E a, = A_;
kg l‘;| -

A. A A -A.
-_ =M|; -' = M, ; '__'= M,_,., dOVe e sempre i< n.
1 n n - z
Diremo che la concentrazione del carattere e tanto più forte

quanto più è forte, per gli n -1 valori di i, la disuguaglianza
Pi > 9

-‘ (4)

In altre parole, diremo che la concentrazione di un carattere

a tanto più forte, quanto più è piccola la parte che, sull’ammon

tare totale del carattere, spetta a quella parte dei casi, in cui

l’ intensità del carattere non supera un certo limite.

La concentrazione del carattere si dirà perfetta quando 1
’ in

tensità del carattere sia 1:0 in n -1 casi ed = A_ in un caso.
Sarà allora, per gli n-l valori di i,q,=0 e quindi p,--q,':p,.
Se in tutti i casi il carattere presenterà la stessa intensità, in

modo che sia, per tutti gli 11-l valori di i, p,:q,, diremo
che la concentrazione del carattere è nulla o in altre parole che

vi è equidistribuzione del carattere.

Se, con una o più costanti, si riesce ad esprimere, tra i due

membri della disuguaglianza (4) (o di una disuguaglianza che

da essa si deduce), una relazione valida, con maggiore o minore

approssimazione, per tutti i valori di i, potremo assumere tale
costante, o l’insieme di tali costanti, come indice di concentra»

zione del carattere.
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In luogo della disuguaglianza (4) è talvolta conveniente con

siderare, a tale scopo, le disuguaglianze

1-‘p,<l-q, (5)

Mir-i Mn

che dalla (4) facilmente si deducono.

In un nostro precedente studio, abbiamo distinto gli indici

di concentrazione in semplici e t‘mnplrssi, secondo che risultano

da una O più costanti, e, degli uni e degli altri, abbiamo dato

qualche esempio.
L' indice di concentrazione dei redditi individuali o fami

gliari e quello dei valori locativi famigliari possono desumersi

quasi sempre con sufficiente approssimazione dalla equazione

1-p.=(1--q.)i; m

quello della prolificità delle OOppie matrimoniali dalla equazione

9.=1>.-‘ (8)

o, con migliori approssimazioni, dall’altra

_ _8+e(a,-1) (9)

o anche dalla seguente

a?
M v:M 6 .

'
. 10.+ «+100 ( )

Quello del valore delle successioni nelle provincie italiane

e nei dipartimenti francesi si può pure ricavare dall'equa

zione (\8)(1).

(1) Cfr., per tutto questo, la nostra memoria Indici di t‘anr‘enira
zione e di dipendenza in Biblioiera 11ell’ Erononn'sta. V. Serie, vol. XX,
Torino, Unione Tipografico-editrice, 1910. Un riassunto di questa me
moria, presentata alla Terza riunione della Sonielà italiana per il pro
gresso delle scienze (ottobre 1909) fu pubblicato negli Atti di detta So
cietà (Roma, Bertero 1910). Il concetto di concentrazione e l’indice di
concentrazione per i redditi e i valori locativi erano stati però esposti

già un anno prima alla Seconda riunione della Società italiana per il
progresso delle srirnze (ottobre 1908), in una comunicazione dal titolo Il
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Questi varii indici hanno una innegabile utilità, in quanto

permettono di confrontare la concentrazione di uno stesso carat

tere in popolazioni e in tempi diversi (per es. la concentrazione

dei redditi individuali nei diversi paesi e nei diversi anni); ta

lora anche di caratteri differenti, che presentano però distribu

zioni analoghe e per cui l’ indice si può pertanto ricavare dalla

medesima formula (per es. la concentrazione dei redditi indivi

duali e quella dei valori locativi). Ma, da una parte, i caratteri,

per cui fu trovata una formula, che permetta di desumere un

indice di concentrazione, sono finora ben pochi; dall' altra, anche

se altre formule si trovassero per altri caratteri, resterebbero

sempre impossibili i confronti tra i caratteri per cui l’indice di
concentrazione si desume da formule diverse.

La presente nota ha lo scopo di proporre una misura della
concentrazione, che sia indipendente dalla curva di distribuzione

del carattere e permetta quindi di eseguire paragoni tra la con

centrazione dei caratteri più varii.

2- - La disuguaglianza (4) è tanto più forte, in valore
assoluto, quanto maggiore è la differenza p,- q,; tanto più forte
in valore relativo quanto più è alto il rapporto

diverso accrescimento delle classi sociali e la concentrazione della ric
chezza, che vide la luce sul Giornale degli Economisti (gennaio 1909).
Per applicazioni degli indici di concentrazione, cl'r. G. DEL Vaccaro,

Ricerche statistiche sui depositi a risparmio. Udine. Tosolini, 1910; L.
V. FURLAN, Neue Literatur zar Einkommenscerteitung in Italien, in
Jahrbiicher fiir Nationalb'konomie und Statistik (agosto 1911); F. Con
RIDOBE, Relazioni tra affitto reale e calore locativo fiscale nel Belgio.
Roma, Loescher 1911; E. Forum, La concentrazione della ricchezza nelle
diverse regioni d’Italia, in Studi economico-giuridici pubblicati per
cura della Facoltà di giurisprudenza della R. Università di Cagliari.
Vol. IV. Parte 1“, 1911-1912; F. Snvoacnnn, La distribuzione dei redditi
nelle provincie e nelle grandi città dell' Austria, in Pubblicazioni del
Museo commerciale di Trieste. 1912; C. GINI, Variabilità e ll[utabilità,
contributo allo studio delle distribuzioni e delle relazioni statistiche.
Fase. 1. Introduzione - Indici di variabilità - Indici di mutabilità.
in Studi economico-gim‘idir‘i pubblicati per cura della Facoltà di giu
risprudenza della R. Università di Cagliari. Vol. III. P. 11'. Bologna,
Cuppini. 1912.
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Pi _ (I;

Ì)i
.R.:

R
,

rappresenta il coefficiente per cui bisogna moltiplicare la fra
zione p, dei casi, in cui l’intensità del carattere non supera IIII

dato limite, per ottenere la differenza tra codesta frazione e la

frazione dell’ ammontare del carattere che spetta a tali casi. Il

valore di R
,

passerà da un valore 2:1, nel caso di concentra
zione perfetta, a un valore :0, nel caso di equidistribuzione
del carattere. '

A misura della concentrazione del carattere potremo assu

mere la media ponderata degli 11- I valori di R,, in cui ogni

R
, entri con un peso proporzionale a
l valore di p, .

Tale media sarà

E (P. _

R = . (11)

2 p,
1:1

Chiamercmo R rapporto di concentrazione.

Moltiplicando per R un valore di p, scelto a caso, si ottiene

il valore probabile della corrispondente differenza p,- q,.
Nel caso di equidistribuzione del carattere, sarà, per tutti i

valori di i, p,=q, e quindi R=0; nel caso di massima con
centrazione, in cui a un solo caso spetti tutto l’ ammontare del

carattere, sarà, per gli n-l valori di i, q,=0 e quindi R=l.

Il rapporto di concentrazione è dunque un indice di concen
trazione che verifica le condizioni seguenti:

a
) cresce col crescere della concentrazione,

'b) diviene :1 nel caso di concentrazione massima,

c) diviene =0 nel caso di concentrazione minima,

(1
) costituisce il coefficiente, per cui bisogna moltiplicare

la frazione (1),.) dei casi, in cui il carattere presenta un’intensità
sotto un certo limite, per ottenere il valore probabile della diffe
renza (p, - q,) fra tale frazione e la frazione (q,) dell’ ammontare
del carattere che spetta a tali casi.

3. - Vediamo come si determini praticamente il valore di R .
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1' A.
Sostituendo a p,, q, i riepcttivi valori - e

À
-' e tenendo pre

n

.- n n -» 1) _ ,

n '

sente che è ‘Z
l
i = ( -fl’, la (11) sr riduce alla forma seguente,

i=| 2

più comoda per il calcolo,

2R=i___-_EA (12)

. I: "É‘(n _,_ i)al , alla formao anche, tenendo presente che è E

2É(i- l)a| (12m)_
(n-l)A_

_

Essa si può semplificare ulteriormente, nel caso in cui pa

recchi u, presentino lo stesso valore. Se con .1', (1:1, 2, ....,s)

si indica uno degli s valori, che assumono le 11 quantità 0,, con

f, la rispettiva frequenza, con i, il numero delle quantità inferiori
od eguali ad x, e con i,

_,=i,- f, il numero delle quantità in
feriori ad 1‘,, la (12“) s

i riduce facilmente alla forma seguente

2Éx,2l (i-l)
.:.‘,_‘.

R :_kl__ H 1

(n -- 1)A,,

o anche, tenendo presente che è

(i

“IL-li,

f, lui-i" 2

alla seguente (1)

_(_1)
In [nodoanalogo si può semplificare la (12). Se si pone

,_,, .y,_, . _ ..‘. .
A, = LA, , A,_, =.‘.. A, e su tiene presente che è LA,- = E A,- - A. ,

|:| |:| |:l I:|

' :rM

f, .-:.-,_,..' 2

‘

la (12) s
i riduce alla. seguente

Éf, (A, + A,_,)-A.

a = 1 __h (13“)
(n '_ A.
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É(i_l+i-l) .z:

R: In I I n I
’__l

(n - 1)A_
Questa formula permette di determinare rapidamente il va

lore di R quando le statistiche dieno i valori del carattere nei
singoli casi. L’esempio seguente, relativo alle pulsazioni del

cuore di 263 Pelli Rosse (maschi, adulti) mostra come si impo
stano e come si eseguono le operazioni.
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Determinazione del rapporto di roncentrazione secondo la formula (13)
l’ulsazioni del more di 263 Pelli Rosse secondo HRDLICKA (‘).

(1) A. HRDLICKA

1'1‘ fl fl Il 1
'1

'1 |"'1 il +{1-1—1 (1'1+il-|_1)fl 1‘:

~14 1 4-1 1 - 1 0 0

45 1 45 2 0 2 90

48 3 1 +1 5 1 6 864

~19 | 49 ’6 4 1 0 490

50 4 200 1 0 5 15 21.000

51 3 153 1 3 9 22 l ,1 66
52 5 260 18 12 30 7,800

53 2 I 06 ‘.'0 17 37 3,922

51 12 6-18 32 19 51 33,018

55 4 220 36 31 67 14,740

56 19 1064 55 35 90 95,760

57 7 399 62 1
'

1 16 46.284

58 ‘ 24 1392 86 61 147 2
1

14,624

59 7 413 93 85 178 73,514

60 23 1 380 1 16 92 208 287,040

61 2 122 1 18 115 233 28,426

62 19 1178 137 - 117 254 299.212

63 1 1 693 148 136 284 196.812

64 19 1216 167 147 314 381,824

65 3 195 170 166 336 65,520

66 32 21 12 202 169 371 783,552

67 5 335 207 201 408 136,680

68 18 1224 225 206 431 527,544

69 1 69 226 224 450 3 1 ,050

70 1 2 810 238 225 463 388,920

71 2 142 240 237 477 67,734

72 1 2 864 252 239 491 424,224

73 1 73 253 251 504 36,792

7-1 3 222 256 252 508 112,776

75 1 75 257 255 512 38.400

76 2 152 259 256 515 78,280

78 3 234 262 258 520 121,680

80 1 80 263 261 524 41,920

101!" 263 16343 _ — — 4,533,688

. Physiological and medical observations among the

Indians of Southwestern United States and Northern Mexico. Smithso
nian Institution Bureau of American Ethnology. Washington. Govern

ment printing office. 1908, pagg. 348-371.
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il n _ 1 = 262
A_ 2 16,343
R _ 4,533,688 __

262 X 16,343
In modo analogo ho calcolato il valore di R per le pulsa

zioni del cuore di 94 Egiziani (maschi, adulti) dell' oasi di

Kharga (‘). Risulta R'= 6,73 °/0. .

Molte volte però le statistiche danno solo le intensità del

carattere raggruppate in classi più o meno ampie, talvolta ag

giungendo, tale altra no, la somma delle intensità dei casi che

rientrano nelle singole classi.

Consideriamo dapprima il caso, in cui, per ognuna delle

classi, sia nota la somma delle intensità. Sieno r le classi in
cui si dividono le n quantità e con k (k: l, 2.... r) indichiamo
il numero d’ordine di una di esse cominciando dalla più bassa.
Indichiamo con f, il numero delle quantità. che rientrano nella
classe la", con S, la somma di tali quantità, con I, il limite su

periore e con l,_, il limite inferiore della classe, con i, il numero
delle quantità inferiori ad 1

,, e con i,,_I il numero delle quantità
inferiori ad l,_,.

1 : 5,88 °/
.,

Sia 5,,= a,-__. (dove I: 1, 2 f.) lo scostamento di un

I

valore fa, dalla media aritmetica degli f, valori analoghi che
rientrano nella stessa classe, e sia

i, + i,_, -- 1

2

E|1___(i'_’1)_'

lo scostamento di un valere (i -- 1) della media aritmetica degli f,

valori analoghi che rientrano nella stessa classe. Sarà

h In

Esil:oì EBH=O)

e quindi
.=.',, 0

22 <i-1)«.=<i.+f...-1)fi.+2geua
i=ig_l’l

(I) A. lIaomcru, The natil’es of Kharya Oasis E_/_r/pt. Sniitlisonian
Miscellaneous Collections. Vol. 59. Numbcr 1

, City of Washington, 1912.

Pagg. 112-115.
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Sostituendo nella 02"") in base a questa uguaglianza, si
ottiene

r r li
î‘ ' ‘ _ i E E:l(li + IL. qh +

2h. hl El! 6
.]

R: fffff fÎffih_-l

(n - I) A,

’i'

La quantita E Es,,5,, è sempre positiva (1). PostoIii I=i

(1) Si tenga presente che i valori di n; crescono coi valori di (i- I)

e che i valori di (i-l) costituiscono una progressione aritmetica a

ragione 1
.

Per ciò, in ogni classe. la mediana degli (i-l) coinciderà con la
. . . il... + i)

, _ 2
loro media aritmetica = -_9-_-..i

a) Nel caso che anche la mediana degli a, della classe k“"

comcnla con la loro media aritmetica vfi, tutti gli I)
, prodotti sub“'

b

saranno positivi, perché su e a,,, avranno sempre il medesimo segno.

b) Nel caso che la mediana degli (1; della classe km non coin

S
i

. . . . .

, ma li il numero dei termini che

l

intercedono tra le due medie. Degli I)
, prodotti s;,,6,,,, v avranno allora

segno negativo, perché in 11 casi gli scostamenti e“ e 6;, avranno segno
contrario; ed f,

, -c avranno segnò positivo.

a
) Supponiamo che la media aritmetica sia superiore alla me

diana degli (1,- . Vi saranno allora o prodotti negativi in cui 9,, avrà

cida con la loro media aritmetica

segno positivo e 6,, avrà segno negativo, g - 0 prodotti positivi in
. . . . fr . . . . . .
cm s,,, e 6,, avranno entrambi segno positivo, 3- prodotti positivi in cui
a,, e m, avranno entrambi segno negativo. Si avverta ora che tutti i v

valori di a,,, nei prodotti negativi sono minori in valore assoluto di
qualunque valore d

i

6,, nei prodotti positivi in cui 6,, ed su sono en
trambi negativi, e che i v valori di e“ nei prodotti negativi sono eguali,
ciascuno a ciascuno, ai o più piccoli valori di e,, nei prodotti positivi
in cui 6,, ed 5;, sono entrambi negativi. Perciò il valore assoluto della
somma dei 1
;

prodotti negativi sarà minore della somma dei 0 più pic
coli prodotti positivi in cui i due fattori sono negativi, e a fortt'ori più
piccolo della somma di tutti i prodotti positivi.

B
) Analoga è la dimostrazione se si suppone che la mediana
degli a,- sia superiore alla media aritmetica.
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' É(i+i_,-i)s
Rf:L_LL__Î_I (15)

(n_ 1)A,.

sarà quindi sempre

R’ < R (16)

La differenza R - R' cresce col crescere dei valori
su a

b
!

. . . su . . . .

e fi-; ora 1 valori di - e, a punta di altre condi
n --- 1 A 11- l

. . . . 5
“

. f. . . .
zioni, anche quelli di

«A-
crescono col crescere di -, 1 valor1d1

nn
«
o}! - i ‘ - fl

r .-,
pm, a panta di _, crescono anche col crescere delle diffe

n

renze tra i valori d
i

n,. Potremo dunque dire che la differenza

R»- R' cresce col crescere della concentrazione del carattere e

della comprensività delle classi, in cui le intensità del carattere

sono raggruppate.

'

in pratica però, quando si hanno dieci classi, d
i

compren

sività non troppo diverse tra loro, R' s
i

può riguardare come un

valore sufficientemente approssimato di R.
Nella tavola seguente sono eseguite le operazioni per il

calcolo di R', in base alla formula (15), sui dati delle pulsazioni
del cuore delle 263 Pelli Rosse, raggruppate in 7 classi (‘).

(1) Quando n è abbastanza elevato, R' può determinarsi, anzi che
in base alla (15), in base alla formula seguente

2 (i. + il.-.) si
k=| ___ l (l5bù)

11A.
R,‘,=

R'.Ci si persunde facilmente che e R
; ="
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Determinazione del rapporto di mmrcntru:iunv secondo la formula (15)
l’ulsu;ùmi del cuore di 263 Pelli Rosse arrendo liunmcxa.

l;_, I; S} l'1
,

I'k_, _1 [k + Ii|.‘I _1 li], +Ì}_|_I)Si

4-1 49 6 282 6 - 1 5 1 410

50 54 26 1367 32 5 37 50,579

55 59 61 3488 93 31 124 432,512

60 64 74 4569 167 92 259 1,188,551

65 69 59 3935 226 166 392 1,542,520

70 14 30 2141 256 225 481 1.029,821

75 80 7 541 263 255 518 280.238

Totali 263 16,343 _ -< - 4.525,631

4 ,52 5 ,63 1I __ ___À__ _. F ' 0"
262 X 16,343

1 _ "’69 /°

Il valore del rapporto di concentrazione, così ottenuto, è

più basso del 3 “[0 del valore esatto (2 5.88 0/0) dato dalla for
mula (13). Per gli Egiziani di Kharga, raggruppando i dati in 9

classi, s
i ottiene R':6.59°/0, un valore più basso del 20/0 del

valore esatto = 6.73 °/0.
Per mettere in luce 1

’ influenza del numero delle classi sul

valore di R', il dott. G. Pietra, della Direzione generale della
Statistica in Roma, ha calcolato il valore di R', per la proprietà
terriera in mano di privati dello Stato d

i Victoria nel 19100),
considerando dapprima la classificazione minuta in 30 categorie,
data. dalle Statistiche ufficiali, e restringendo poi via via a 25,

20, 15, 10, 8
,

6
,

5
, 4 il numero delle categorie.

(I) I dati sono ricavati dallo Statistiral Register of thc State of
Victoria far thc year 1911. Melbourne, Mullet. Part VIII. Productiou,
pag. 107.
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Victoria, 1970. I ’roprirlù terriera privata
Numero delle classi Valore di R'

30 69,0 ° ,,

25 68,9 ", ,,

20 os,s " ,
15 68,4 °.

,,

10 67,8 ° .,

g 66,5 ° ,,

e 65,8 ‘70

5 64,6 ,

4 58,1 010

Come si vede, il valore di R
7 diminuisce col diminuire del

numero delle classi considerate; per 10 classi, la riduzione di

R' (del 2°/0 di fronte al valore di R' per 30 classi) s
i

può an

cora ritenere del tutto trascurabile.

In altri casi, naturalmente, la riduzione. di R' potrà essere
alquanto diversa. Nell’esempio seguente, essa risulta alquanto

maggiore.

Belgio, 1911. Stipendi degli impiegati pubblz'ri (')

Numero delle classi Valore di R'
32 33,9 °/0
12 31,5 "[0

Il valore di R' per gli stipendi degli impiegati pubblici del
Belgio diminuisce del 40/0 riducendo il numero delle classi da

32 a 12 (2).
Si intende come non sia il numero delle classi di per sè

che influisce, ma il fatto che, diminuendo le classi, queste si

fanno più e più comprensive. Naturalmente poi i valori di R' pos
sono risultare diversi se le quantità si raggruppano nello stesso

numero d
i

classi, ma in modi diversi. E può anche darsi che

(1) Cfr. fifinistère des Finances. - Serre'tarz'ul ge'néral. - Tableau

statish'que (in nombre et des trailemenfs dea vnuyz'strats, fonclionnaires
et employe's rim'ls de l’ Eta! et des Ministres dea rultes relribue's par

1
’ Etat. 1-1-1911. Bruxelles, G. Piquart. 1913. Nelle seriazioni che ser

virono a
l calcolo di R', non erano compresi gli stipendi dei ministri

del culto. .

(2) Il calcolo degli R' relativi a
l Belgio e dovuto al prof A. DE’

STEFANI, libero docente di Economia politica nella R. Università di

Padova.
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con raggruppamenti diversi si ottengano valori di R' inferiori
con un numero di classi superiore, se le classi si fanno più disu

guali tra loro. Per la proprietà terriera della Victoria, il dott.
Pietra ha calcolato i valori di R' raggruppando le 30 classi in

22 in tre modi diversi. Diversi risultarono i valori di R', e in
tutti e tre i casi inferiori al valore di R' ottenuto su 20 classi

di estensione meno disuguale.

Valori di R’

su 22 classi ottenute riunendo le classi
su_” da", oltenu_u

dalla dalla
'
dalla "‘“““‘“° '° °“-‘“

1' alla 5" (3“ alla 10” Il“ alla 15" 8“-9‘; ll‘-l3"; H"-lli";
e dalla 0 dalla e dalla lÎ‘-18‘;19‘-20“223‘-24';
26“ allu 30“ 21“ alla '23" 10" alla 20“ 25"-26“; 29’-30“

0,6844 0,6698 0,6875 ‘ 0,6879

Una seconda approssimazione del valore di R si può otte
nere calcolando approssimativamente il valore di

2 f

(n __ 1)Au E. I:
eh 8“ v

in base a certe ipotesi.

Supponiamo, per esempio, che gli I)
, valori di a, compresi in

una stessa classe costituiscano una progressione aritmetica. Sarà

. . . \ ('
l

_ ,

allora, per ogni valore (il le di le, 0,, : s,,-, dove e c,: l,-l,f_.,

i

e quindi

r r: ‘ 'q 2 ('
l‘

E Ls,,o,,=L Le,.,-,
I=| I;| ha la

fk

Si dimostra (I) che è

1

Q
: , _ h (f. - Il

,“ EH
_ ' '

=l 12

(l) Ct'r. la memoria citata Variubz‘l-z'tr‘l e Mutabz'litù etc., pagg. 51-52.
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e quindi_2 iii a _1 i ’ 1(n-1)A,î- me" "_ 6(n- 1)A,,'h (f'
_ )"'

Si giunge così, in base all’ ipotesi suesposta, al seguente va

lore approssimato di R(‘)

H 1 ' ‘ - w 1 : ,
R =m(E‘(Ib-Flkq_l)hi+ 6(fl-1)(")_'l

, .

SI avverta che, nella deternnnazxone approssimata di
22
Se,,6,,,,
;| I:|

si suppone che tutti questi prodotti sieno positivi, ciò che avviene

S
in realtà soltanto se coincide con la mediana della classe.

i
Ciò spiega come molte volte R" dia un valore appressimato per
eccesso di R.
Nel caso delle pulsazioni del cuore delle Pelli Rosse e degli

Egiziani, si può porre, qualunque sia 1
:, q: 5. Si ha allora,

per la seriazione delle Pelli Rosse,

É(f; «1)=14,332
R” = 5,97 °/0 ;

per la senazwne degli Eg1znnn,

É(f,f-l):l499
R” : 0/0 .

I valori esatti sarebbero 5,88 °/
0 e 6,73 0,’o, inferiori a quelli

così ottenuti, ma per differenze del tutto trascurabili.

(1) Quando n è abbastanza elevato. R' può determinarsi, anzi che
in base alla (17). in base alla. formula seguente

» ' 1 .

R,=nA (E(i;+l.k_l)sk+gfîfikì_l. (l7bls)
. ‘l

Ci si persuade facilmente che è

u n -1 I)

R = R' __ ,’

n

+

6 (n «71)A.I

' - I . . . . . c ‘
dove D =E c,, indica la differenza tra I

l massnno e Il mmnno valore di a;

l
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Talvolta le statistiche danno il massimo e il minimo della
seriazione: ciò avviene spesso nelle seriazioni di caratteri bio

logici; altre volte invece, e questo è quasi sempre il caso nelle
statistiche economiche relative a redditi, affitti, patrimoni, manca

tale indicazione. Non si conosce allora il limite superiore della
classe più alta, nè il limite inferiore della classe più bassa, per
modo che i valori di c, e di c, non possono determinarsi che in

via approssimativa, con qualche espediente.
Per determinare c,, si può ammettere talvolta che il limite

inferiore della classe più bassa sia '20. Non ci si allontana
certamente molto dal vero, per esempio, supponendo che sia 1‘ 0
1’ area minima di una proprietà terriera.

Un espediente,a cui si può ricorrere più spesso, per la de

terminazione di c. o di c,, è quello di supporre che la intensità

media della classe coincida con la semisomma dei suoi limiti.
Risolvendo 1’ uguaglianza

8‘ 1
1 1

Î.
‘- Î ( i + a.)

rispetto ad 1, e a l_. , si trova facilmente il valore ignoto di I,
o di l,,_,, essendo noti gli altri termini dell’uguaglianza.
Per esempio, nella classificazione della proprietà terriera

della Victoria per il 1910, l’ultima categoria abbraccia 2 pro
prietà di un’estensione complessiva di 116,486 acri.

Dalla equazione

116,486 1

2
=
5 (50,000 + se

)

si ricava. facilmente il valore del limite superiore

x=66,486 .

Nella classificazione corrispondente per il 1906, l’ultima
categoria abbracciava invece 6 proprietà con 366,766 acri.

Dalla equazione

366,766 1

6

=

5 (50,000 + 1
‘)
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si ricava, per limite superiore,

a:= 72,255

Si intende che 1’ approssimazione ottenuta con questo pro

cedimento varia secondo la distribuzione delle quantità nella

prima e nell’ultima categoria.
Per le pulsazioni del cuore delle Pelli Russe e degli Egi

zioni di Kharga, le approssimazioni così ottenute sono buone.

Operando con questo procedimento sulla prima e sull’ultima ca

tegoria della tavola a pag. 12 relativa alle Pelli Rosse, si ot

tengono per valori estremi 79,6 e 45; i veri valori estremi sono
invece 80 e 44. Per gli Egiziani di Kharga, i valori calcolati
sono 104,3 e 57 e i valori reali 105 e 54. Anche errori note

voli nella determinazione dei valori di r, e c, non potranno però
avere di solito che un effetto molto limitato sul valore di R".
Per la proprietà terriera della Victoria nel 1910, il dott.

Pietra ha anche calcolato il valore di R" mediante la formula

(17"Ì’) variando il numero delle classi. Come si vede, fino a che
il numero delle classi non scende a 4, i valori di R” si man

tengono molto uniformi, le differenze essendo sempre dell’or
dine del terzo decimale.

'irtoria, 1910. Proprietà terriera privata

Numero delle classi Valore di R'
30 69,1 °/

,,

25 69,2 °/
,,

22 69,5 - 69,3 - 69,2 °/
,,

(')
20 69,2 °/,,

15 69,1 0/°

10 69,2 °/,,

8 0
Ila

6 69,6",1'0

5 69,5 “I,

4 71,1 °]
,,

Anche per gli stipendi degli impiegati pubblici del Belgio,

il riunire in 12 le 32 classi date dalla statistiche esercita un‘in
fluenza soltanto sul terzo decimale di R". In base alla formula
(17“), il prof. de’ Stefani ha ottenuto i seguenti risultati.

(1) Questi valori s
i sono ottenuti in base a raggruppamenti diversi

delle classi. I valori rispettivi di R' sono 67.0, 68.8, 68.4. Cfr. pag. 14.
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Belgio, 191]. Stipendi degli impiegati pubblici

Numero delle classi Valore di R'
32 34,1°/,

12 34.3 °/
0

Spesso le statistiche danno, per ogni classe, solo il valore d
i

f, e non quello d
i 8,. Si può allora determinare un valore ap

prossimato di R supponendo che, per ogni classe, 1
’ intensità

media corrisponda alla semisomma dei limiti estremi (‘). Posto

1

S
i =

E f
k (I
l

+11“)

e quindi

2 1 ' .

An:ì‘sh:ìîèlfkuk+llq) a

la (17) diventa (2)

gm+m-omuwn+ameoe
R"! : _ 1

e-ogmmwm

In tal caso la conoscenza dei limiti inferiore e superiore

delle classi serve, non solo per determinare il termine di corre

. 1 f . . . .

z:one EE.(/,Î- l)c,, ma anche per determinare appmssunsh..l

vamente il valore di S,. La ignoranza della conoscenza del mus

(1) Alla stessa ipotesi s
i può ricorrere per la determinazione d
i R

quando le statistiche danno, per ogni classe, solo il valore di S
;
e non

quello di f;. Quosto caso è piuttosto raro; esso si presenta nelle Sta
tistiche relative all’ estensione delle imprese agricole (Befriebe) della

Svizzera nel 1905.

(2) Quando n è abbastanza elevato, s
i può far uso della formula

g“; + iÌ-l) fi “n + la.) + '/
x f: ('|

R, = _1 (18"Ì’Ì

N
É f, (I, + l,_,)

che si deduce dalla (libi') in modo analogo a quello con cui la (18) S
i

deduce dalla (17).
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simo e del minimo della seriazione può costituire naturalmente,

in questo caso, un inconveniente molto più grave che quando si

tratta di determinare il valore di R”; tanto più grave in quanto
che, non essendo dati i valori di 8,, non si può ricorrere, per la
determinazione del massimo 0 del minimo, all‘ espediente a cui

abbiamo accennato. Quando le statistiche non dieno il massimo e il
minimo della seriazione, nè i valori di S,,, il limite inferiore
della classe più bassa e il limite superiore della classe più alta

non si possono determinare senza arbitrio; ma l’errore nella
determinazione dei loro valori avrà, sul valore di R'", un’in
fluenza notevole solo nel caso in cui la prima e l’ ultima classe

sieno molto numerose.

Quando le classi intermedie presentano tutte la stessa esten

sione, un’ipotesi plausibile è quella che, anche per le. classi

estreme, l’estensione non sia diversa. Questo è il caso per la

classificazione che abbiamo fatto delle pulsazioni del cuore delle

Pelli Rosse e degli Egiziani.
La tavola seguente contiene gli elementi per la determina

zione di R'" per le pulsazioni del cuore delle Pelli Rosse; il
massimo (79) e il minimo (45) della seriazione furono determi
nati in base all’ipotesi suddetta.

Determinazione del rapporto di ronrentrazione secondo la formula (li-l)
Pulsuzùmi del cuore di 263 Pelli Rosse secondo llltl)hltìliA.

. . . (I _ I,

/I
f
I Ii lÌ-i +15 Il: f4
-

(la. +11. ) H» + Is-._l +L,-'kjfi' l)
‘,

__ IÎÎA_7 _ Î_ _
45 49 94 6 564 5 2.820

50 54 104 26 2704 37 100,048

55 59 I 14 (il 6954 I 24 862,294 ;

so 64 124 74 mm 259 2,:no,ss4

65 69 134 59 7906 392 3,099,152

70 74 144 30 4320 491 2,0î7.920

75 79 154

i

I 1078 518 558.404

Totali - 203 32.702 _ 9,077.024

E 2
;

1
‘}
,

(l,_, + 1
,) -_-. 32302

l‘=|

\
l

Î
\

i
l
l
l



1222 c. GINI (20)

Éf. (I... + h) (i
. + i... - 1) = 9,077,024

e abbiamo già trovato

É(f;_11=14,332 c. = 5

Se ne ricava.

_ 9,077,024+% 14,332_
262 X 32702

Il! - 1 = 6,22 0
/0

Per le pulsazioni del cuore degli Egiziani di Kharga, s
i

trova R’” = 6,90 0/0.

‘

In entrambi i casi, il valore di R" risulta superiore a quello
di R ricavato esattamente dallla formula (13) (= 5,88 0

/0 per le

Pelli Rosse e : 6,73 0
/0 per gli Egiziani).

Altre volte converrà ricorrere ad altre ipotesi; e queste
dovranno naturalmente variare di caso in caso, in armonia con

la distribuzione del carattere esaminato.

Nel caso della distribuzione della proprietà. terriera nella

Victoria, parve plausibile di fare :0 il limite inferiore della.
classe più bassa e di calcolare approssimativamente il limite

superiore della classe più alta, supponendo che nelle tre ultime

classi la curva di frequenza del carattere sia un tratto di iperbole

equilatera. Riducendo progressivamente il numero delle classi, e
calcolando ogni volta nuovamente il limite superiore della classe

più alta, il dott. Pietra ha ottenuto, in base a queste ipotesi, i

seguenti valori di R;.

I

Virtorz'a, 1910. Proprietà terriera privata

Numero delle classi Valori di R
',
’

30 69,5 °/
,

25 69,7 °,/.,

22 70,4 - 71,2 - 67,6 °/
,,

20 69,7°/.,

15 69,5

10 70,1»/o

8 71,6 °/
,

6 70,2

5 68,1

4 52,6°/.
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Salvo per il caso di 4 classi, i valori di R; non discordano
essenzialmente da quelli di R" dati a pag. 17. I valori di R;
furono anche determinati calcolando il limite superiore dell' ul
tima classe in base ad ipotesi differenti dalla precedente, senza
giungere a risultati sensibilmente diversi.

Queste applicazioni delle formule (18) e (18“) hanno un'im
portanza in quanto mostrano come, di regola, sia possibile deter
minare, con approssimazione praticamente sufficiente, il rapporto
di concentrazione di un carattere anche nei casi, in cui le stati
stiche danno soltanto una classificazione delle sue intensità e,
per ogni classe, indicano solo il numero dei casi che in questa
rientrano.

4. - Riportiamo qui sotto, in graduatoria crescente, alcuni
rapporti di concentrazione calcolati dal prof. de’ Stefani, dal
dott. Pietra, dal prof. Savorgnan e da noi per caratteri fisici

della specie umana e per caratteri economici.
Per ogni carattere, sono considerati solo gli individui che

ne sono forniti (per es., per il numero dei figli, sono considerate
solo le famiglie con figli; per i patrimoni e per le successioni,
solo i censiti o i deceduti a cui fu accertato un patrimonio).
Vedremo più innanzi quali risultati si ottengano considerando

anche gli individui in cui il carattere presenta un’ intensità.
nulla.

il confronto dei varii rapporti di concentrazione ottenuti
può suggerire considerazioni interessanti, sia dal punto di vista

biologico, sia dal punto di vista economico. Basti qui far notare

quanto diversa sia la concentrazione per i caratteri economici

e per i fisici: per la gran parte dei caratteri fisici, il valore di
R resta inferiore al 10 °'0; per la gran parte dei caratteri eco
nomici, esso supera invece il 50 °/0. particolarmente interes

sante il confronto tra la concentrazione del numero dei figli la

sciato allo scioglimento del matrimonio (34 °/0) e la concentra

zione dei patrimoni tra gli abbienti (71-93 °/0), poiché la concen

trazione del numero dei figli sopravviventi allo scioglimento del

matrimonio, rappresenta un limite minimo della concentrazione

dei patrimoni, che si avvererebbe in una generazione, per il solo

fatto che le famiglie sono diversamente prolifiche, qualora ogni
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famiglia della generazione precedente, al suo sciogliersi, lasciasse

alla prole lo stesso patrimonio (1).

Concentrazione di alcuni caratteri fisici dell’ uomo (2)
Carattere Valore di R

Temperatura sublinguale Egiziani di Kharga (3) 0.4 "l
o

‘ Modulo cefalico ,, ,, ,, 1.2 "/
.,

Diametro autore-posteriore della testa ,, ,, ,, 1.5 "/
0

Distanza dal meató auditivo al bregma ,, ,, ,, 1.6 "/
0

Statura .. ., ., 1.7 °/
0

Diametro trasversale massimo della testa ,, ,, ,, 1.8 " '9

Indice cefalico ,, ,, ,, 2.0 "_
,’
0

Lunghezza del piede sinistro ,, ,, ,, 2.3 ",
.,

Statura. Coscritti italiani nati nel 1890 (4) 2.5 °,’0*
Indice del piede sinistro Egiziani di Kharga (-‘) 2.9 ",

’0

Lunghezza dell’ orecchio sinistro ,, ‘, ,, 3.0 °,
‘o

Larghezza del piede sinitro ,, ,, ,, 3.2 "f
",

Altezza dell’orecchio sinistro ,, ,, ,, 3.5 "/
0

Pulsazioni del cuore Pelli Rosse (5) 5.9%"=
,, ,, ,, Egiziani di Kharga (3) 6.7 ",/0*'

Respirazione ,, ,, ,, 7.7 “[
0

Forza di pressione della mano destra ,, ,, ,, 9.7 "/
o

. . 0,Forza d
i

trazxone ,, ,, ,, 14.8 ,0

(l) Cl'r. in proposito, la citata memoria sugli Indici di concentra
zione, etc, in Biblioteca dell‘Eronmnista, V Serie. VOI. XX, pag. 78-79.
Ciò che ivi si dice a proposito dell’indice di concentrazione 6, si può
ripetere per il rapporto di concentrazione. Anche il rapportodi concen
trazione del numero dei figli sopravviventi allo scioglimento del matri
monio si può infatti ritenere equivalente, in un numero abbastanza
grande di osservazioni. al rapporto di concentrazione dei patrimoni che

si verificherebbe tra i figli qualora tutte le coppie matrimoniali, scio
gliendosi. lasciasscro ai figli lo stesso patrimonio. Ci si persuade agevol
mente di ciò rappresentando graficamente la concentrazione dei due
caratteri col metodo indicato a

l
5 6
.

(2) I valori di R contrassegnati da un asterisco furono calcolati
dall’A.; gli altri dal prof. de’ Stei'ani e dai suoi allievi dell’ Istituto
tecnico di Vicenza.

(3) HRDLICKA. The natives, etc. Op. cit..

(4) Mrsrsrnno nnm.n GUERRA. Della leva di terra sui giovani nati
nell’ anno 1890. Roma, Voghera, 19l3.

(5) HRDLICKA. Physiological (md mcdir‘al observations, etc. Op. cit..
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Carattere Valore. di R
Numero dei figli lasciati allo scioglimento del matri

monio. Budapest 1903 - 1908 (1) 33.5 °Î,,*

Numero dei figli viventi al momento del censimento.

Francia 1901 (2) 34.0 “[0*
Numero dei figli nati fino al momento del censimento.

Francia 1906 (2) 37.4 ",’0*
Numero dei figli nati fino allo scioglimento del matri

monio. Budapest 1903 - 908 (l) 37.5 °/,,*

Concentrazione di alcuni caratteri economici (3)
Carattere Valore di R

Estensione delle imprese agricole. Germania 1907 (4) 23 °/
'0 **

,, ,, ,, ,, Belgio 1895 (5) 25 "/
,, **

,, ,, ,, ,, Francia 1892 (G) 28 "y
’,
,

**

Stipendi degli impiegati pubblici. Belgio 1911 (7) 34 °/
,,

Estensione delle imprese agricole gestite da proprietari.
Svizzera 1905 (B) 43 0

/o **

Danimarca 1905 (9) 43 °/
0 **

Redditi da lavoro. Argovia 1892(‘°) 44 ",
‘0

(1) Statistisches Jahrbuch der Haupt-und Residenzstadt Budapest.
1903 - 1908.

(2) STATISTIQUE GÉNÈRALE DE LA FRANCE. Statistique des familles
en 1906. Paris. Imprimerie nationale, 1906.

(3) I valori di R contrassegnati con un asterisco furono calcolati
dall’A.; quelli con due asterischi dal dott. G. Pietra; gli altri dal prof.
de’ Stefani e dai suoi allievi dell’Istituto tecnico di Vicenza. Per il

rapporto di concentrazione del risparmio postale in Austria, cfr. nota (1)

a pag. 25.

(4) Statistisches Jahrbuch fil" das Deutsche Reirh. 1913.
(5) Annuaire statistiquc de la Bclyiqae. 1912.

(6) Statistiqae agricole de la France. Re'sultats qe'néraua: de 1
’

en

quéte dérennale de 1892.

(7) Tableau statistique, etc. Op. cit.

(8) He’saltats rla recenseme-nt fft'dél'tll des entreprises agricoles, in

dastr. et com. da 9 Audi 1905.

(9) Danmarks jordbrug, 1850-1905, udgivet af statens statish'skt
bureau. Copenaghen, 1907.

(10) J. KISTLEB. Erhebungen tiber Vermiigen, Svhulden ami Erwerb
im Kanton Aargau in den Jahren 1892, 1886 und 1872. Bern. Stitmpfli
u. Cie. 1895.



1226 c. GINI (24)

Carattere Valore di R
Redditi Danimarca 1909 (I) 46 “Q,
Estensione delle imprese agricole. Serbia 1905 (2

) 50 °,,,

Redditi. Sassonia 1910 (3) 50 °/,,

,, Norvegia 1906 (4) 52 °/
,,

Valori locativi dei locali di abitazione. Parigi 1911 (5) 63 “l
o *

Estensione delle imprese agricole Olanda 1887 (6) 63 “",,
**

Valore della proprietà. terriera. Victoria 1911 (i) 64 “5
,,

Estensione delle imprese agricole. Irlanda 1896 (“) 66 °‘
,, **

,, ,, ,, ,, Grambrettagna 1895 (6) 68 °"
,, **

Redditi da “ personal exertion ,. Victoria 1911 (7) 69 °,
’,
,

,, da proprietà. Victoria 1911 (i) 69 ”“
,,

Estensione della proprietà terriera. Victoria 1910 (8) 69 ",f,,
**

,, ,, ,, ,, Australia occ. 1911 (9) 70 °/,,
**

Patrimoni. Argovia 18920“) 71 “
f,

Estensione della proprietà terriera.

Australia merid. 1911 (9) 72 °,
',
, **

Danimarca 1901 (U) 76 °_
’,
, **

(l) STATISTIQUE I)U DANEMARK. Iterenus et fortunes d’après la la
.cation pour 1909-10. Kiobenhavn. Bianco Lunos. 1912.

(2) In base a dati manoscritti comunicati all’Istituto Int. di Agri
coltura in Roma.

(3) L. Duci: un BERNONVILLE. Distribntion de salaires et de rerenus
en divers pays. Bull. (le la Stat. grine'rale de la France. Juillet 1913.
(4) A. N. KIAEB. Re'partltion des revenus en Noreège. Kristiania.

Bjoernstads. 1907-1910.

(5) Annuaire statistiqnc de la Ville de Parte. 1911.
(6) Ilandwò'rterbuch der Staatswtssenschaften. Zweite Auflage,

Zweiter Band. pag. 437 e segg..

(7) Statistz'cal Registe" of thc State of Victoria for the year 1912.
Part II. Finance.
(8) Statistical Register of the State of Victoria for the year 1911.

Part VIII, Production.
(9) Official Year Book of the Commonwealth of Australia.
(10) J. KISTLER. Erhebungen rlber Vermò'gen, Schulden ami Er1cerb

im Kanton Aargau in den Jahren 1892, 1886 uml 1872. Bern. Stàmptli
u. Cie. 1895.

(Il) Annuaire statistique da Danemark.
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Carattere Valore di R
Risparmio postale. Austria 1900 (1) 78 "/

,,

Successioni. Victoria 1908-1910 (2) 81 "/
o

Patrimoni.

'

Cantone di Zurigo 1909 (3) 82 “/
,,

Estensione della proprietà terriera.

Tasmania 1911 (4) 83 "/
,, **

N. Galles del Sud. 1911 (4) 85 “/
,, **

Successioni. Francia 1904 (b) 88 "/
o

Patrimoni. Danimarca 1909 (6) 93 °/
0

5. - Vi sono caratteri che, in un numero maggiore o mi
nore di casi, presentano un’ intensità positiva e, negli altri casi,

un’ intensità nulla; per esempio, il patrimonio individuale. Chia
meremo i casi del primo gruppo cosi positivi, quelli del secondo

gruppo casi nulli, il loro insieme casi totali.
Ci si può proporre di misurare la concentrazione di un ca

rattere tra i casi totali 0 solo tra i casi positivi. Siena 1
1 i casi

positivi e v i casi nulli.

Determinato il rapporto d
i concentrazione del carattere tra

i casi positivi - che indicheremo con R, - è facile passare

a
l

rapporto di concentrazione tra i casi totali - che indicheremo
con R

, - mediante l’espressione '

R,=er+(l ‘- m) (19)

n

g

1

dove m indica il rapporto -»
n + o - 1

(1) Rapporto di concentrazione tolto dalla memoria del prof. F.

SAVORGNAN. Il risparmio postalr in Austria dal 1883 al 1912. Rifer
che statistiche. Trieste, 1914. Balestra.

(2) A. M. LAUHHTON. Victorian Year Book 1910-11. Part IV.
Acrumulation.

(3) Uebersirht der Vermò'gens- 1md Einkommenssteuerpflichtigen
des Kantons Ziirirh, etc. Ziirich. G. Meyer. 1910.
(4) O/firial Year Book of the Commonwealth of Australia.
(5) Bulletin de Statistiqzn et de Législation compore'e. 1905.

(6) STATISTIQUE DU DANEMARK. Reoenus et fortunes d’après la ta

xation pour 1909-10. Kiobenhavn. Bianco Lunos. 1912.
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E sempre R,> R, e la differenza cresce col diminuire di

m e di Rr(').
Qui sotto sono messi a confronto, per alcuni caratteri, i va

lori di R, e di R,.

.\'Umcro dci figli al momento dcl censimento.

Francia : In R, R,

Fiin sopravviventi (1901) 0.841 34.0"f, 44.5° o

Figli nati (1900) . . . . . 0.885 37.1 “f
,

44.6 " ,

Numero dei figli allo scioglimento del matri

monio. Budapest (1903 - 1908):
Figli soprav viventi 0.686 133.5 ° .,

A
54.4

"
,

Figli nati (vivi e morti) . . . . 0.737 37.5 °,, 53.9“,I

Successioni. Victoria 41908 - 1910) 0.371 {0 80.5

°
,, 92 8 “lo

Successioni. Francia (1903 - 1904) 0.587 (’l 87.8", 91.0",
Patrimoni. Argovia 11892) 0.860 (a) 71.2°',, 75.2 °'

,,

Patrimoni. Danimarca (1909) 0.8361“) 92.7 °,
’,
,

93.9 °..,

Questi risultati sono atti a fare intendere come possa essere

fallacc trarre conclusioni sulla concentrazione della ricchezza in

paesi diversi fondaudosi unicamente sulla concentrazione che

essa mostra tra gli abbienti. La concentrazione delle successioni,

(l) Il valore di B
,
si ricava dalla (13), che si può mettere sotto

la forma

É‘o‘,_, +
i, _ lif, x, _ (n-I)A.

R

_
-

1P in "_ Al

il valore corrispondente di R, sarà.

É|(h-.
+r+i,+v-l)flJ,-ln+ v-1) A,

R _ __ ___

'

(n + o -- 1) A,

che si può anche mettere sotto la forma

2vÉf, 1;, -vA,n -1 .

R, = ,.

-_-_ __
n+r-l (n+v-1)A,

Questa s
i riduce facilmente alla (19), tenendo presente che e

" _ n " LA. -àf, .r, , m- n+ v_,
(2) Rapporto delle successioni ai morti adulti.

(3) Rapporto delle persone. che figurano nelle statistiche come
possessori di patrimoni, alle persone che vi figurerebbcro nel caso di
massima difl‘usione della ricchezza.
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tra coloro di cui viene tassata l’ eredità, risulta nella Victoria

(R:80.5 0/0) molto più bassa della concentrazione dei patri
moni tra coloro di cui viene accertato un patrimonio in Danimarca

(R = 92.7 °/0); ma, se si tiene. conto anche delle persone che
figurano nelle statistiche come nullatenenti, il rapporto di con
centrazione risulta di ben poco diverso nei due paesi (Victoria:
= 92.8 °/

0
; Danimarca : 93.9 °/0).

6- _ Al rapporto, che noi proponiamo in questa nota,
come misura appropriata della concentrazione, si giunge anche

perfezionando un metodo grafico che alcuni autori, il Lorenz, il

B

Fig. 1

Chatelain, il Séailles (l), hanno già proposto per giudicare della

maggiore o minore disuguaglianza di distribuzione della ricchezza.

(1) Vedi M. 0. Loasmz, lehorls of mmsuring the rom‘entrulion nf
wealth, in Publimlions of Amerz'mn Statz'sliral Assm'ìntìorL N. 70, June
1905; e, a proposito della memoria del Lorenz. G. P. WATKINS, Commcnt
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Se, in un diagramma. a coordinate cartesiane ortogonali, si

segnano sull‘ asse delle ascisse i valori di p, e sull’asse delle
ordinate i valori di 1),, e si fa passare una linea continua per
le estremità delle ordinate che misurano i valori di q,, si ottiene

(Fig. 1) una curva (curva di concentrazione) ascendente da si
nistra a destra, convessa verso l’asse delle ascisse (l).
La curva di concentrazione e tanto meno accentuata quanto

meno disuguale è la distribuzione della ricchezza, fino a diven

tare, nel caso di perfetta uguaglianza di distribuzione, una retta

(retta di equidistribuzione).

Gli autori sopra nominati trassero partito di questa proprietà
della curva di concentrazione per eseguire confronti sulla distri

buzione della ricchezza.

Disegnando sullo stesso diagramma più curve relative a

tempi o luoghi diversi, essi erano in grado di giudicare in quale

tempo o in quale luogo la ricchezza risultava più concentrata.

Questo metodo grafico presentava due inconvenienti, debita

mente riconosciuti dal Lorenz e dal King:
a) di non dare una misura precisa della concentrazione;

b) di non permettere neppure, in certi casi, di giudicare
‘ .

dove 0 quando la concentrazione e più forte. Se, infatti, le curve

on the meth of mcasuring concentration of wealth. lbidem. N. 72, De
cember 1905; G. P. Warxms. An interpretation of certain statistica!
eridencc of concentration of wealth. Ibìdem. N. 81, March 1908; W. M.
I’Ens0Ns. The variabilitg in the distribution of wealth and income, in
The Quartcrtg Journal of Economica Vol. XXIII, N. 3. May 1909; G.
P. WATKINS, Thc measurement of conventration of weulth. Ibidem. V01.
XXIV, N. 1. November 1909; W. M. Pnasons. Ibidem; W. J. KING. The
elements of Statixtical Methoa’s. New Jork. The Macmillan Company. 1912.
Vedi pure E. CHATEI.AIN, Les successions de'clare'es en 1905, in Rema

politique et parlementaire, 1907; Le tracr’de la courbe dea successions en
France, in Journal de la Soc. (le Stat. de l’aris, 1910. Pag. 352 e segg.;
La fortune frangeisc d’ après les sm-rcssionx en 1909, in La De'mocratie.
20 Janvier 1911; J. Si;Atnncs, La ripartition des Fortunes en France.
Paris. Alcan, 1910.

(1) Che la curva sia ascendente da sinistra a destra si deduce
dalla relazione (1) e che sia convessa verso 1’ asse delle ascisse si de
duce dalla relazione (2).
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di concentrazione si accavallano (Fig. 2), non è sempre possi
bile dire se sia più accentuata 1’ una o l’altra. Questo incon

6

Fig. 2

veniente, che si può ritenere trascurabile nei paragoni tra la

concentrazione dei fenomeni dello stesso genere (per es. dei red

diti di due anni o di due paesi diversi), assume particolare

gravità nei confronti tra la concentrazione di fenomeni differenti,

per cui è diversa la forma della distribuzione.

L’ uno e l’altro inconVeniente scompaiono se si conviene di
assumere a misura della concentrazione il rapporto dell’ area

compresa tra la curva di concentrazione e la retta di equidistribu
zione (area di concentrazione) all’area del triangolo o b c, che

rappresenta l’area di concentrazione nel caso di concentrazione

massima.

Ora è facile mostrare che tale rapporto altro non è che il
limite, a cui tende il rapporto di concentrazione R, quando cresce
il numero n dei casi osservati, mantenendosi però uguale la loro

distribuzione.
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Si consideri per ciò il diagramma seguente (Fig. 3), in cui è

11: 14. Gli 11q 1 piccoli rettangoli limitati dall’asse delle ascisse

6

A

Q

Fig. 3

e dalla curva di concentrazione hanno l’altezza :q, e la base
: -; la somma delle loro aree sarà= -_2 71,. Gli 14- 1 pic,l 7' |:l

coli rettangoli limitati dall’asse delle ascisse e dalla retta di

1

equidistribuzione hanno la base 21 - e l'altezza =p,, poichè o
n

gnuna delle ordinate forma con la retta di equidistribuzione e

con l’asse delle ascisse un triangolo isoscele: la somma delle
1 -

loro aree sarà = -_E’p,. La differenza tra le due somme
" Irl

1 .;. .: -L (p, - (1,) sarà uguale alla somma delle aree degli 14 --1
n f=‘

rettangoli limitati dalla retta di equidistribuzione e dalla curva

di concentrazione. Ora, col crescere di n, diminuisce 1’ area delle

ipccole superfici comprese tra la retta di equidistribuzione e la
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sommità dei rettangoli di altezza 1), e diminuisce analogamente
l’area delle piccole superfici comprese tra la curva di concentra

zione e la sommità dei rettangoli di altezza g... 001 crescere di

l --«
n, l’area del triangolo o b e tende dunque a divenire :- 2 1),,

" i:l

. . . . l ";‘ .
1’ area di concentrazwne a divenire : - L (I), - g) e Il rapporto

a M

di questa a quella a divenire eguale al rapporto di concentra

Èl (P.-
'_

ZÌOIIG R= _‘-__ .
_ P.
|=l

Si intende facilmente che, per descrivere la curva di concen

trazione, non è necessario di conoscere tutti i valori di p, e q,.
Basta la conoscenza di 4 o 5 di questi valori per che la curva

possa essere descritta con sufficiente approssimazione.

1. - Queste osservazioni suggeriscono un altro procedi
mento per determinare praticamente il valore di R.
Si tracci la curva di concentrazione, e si prenda come unità

di misura il segmento oc. L’ area del triangolo o b 0 sarà. : 1/2;
l’area di concentrazione si potrà facilmente misurare mediante
un integrafo o un plauimetro o anche, più grossolanamente, de

scrivendo il diagramma con grande accuratezza su carta milli
metrata a scala molto ampia e contando il numero dei millimetri

quadrati e delle loro frazioni che rientrano nell’area di concen

trazione.

Questo metodo, evidentemente molto semplice e rapido, si

può teoricamente seguire, non solo tutte le volte che si conosca

l’ intensità del carattere nei singoli casi, ma anche quando si

conosca soltanto il numero dei casi e il loro ammontare totale

per categorie, anche se queste sieno poco numerose. Nella pra
tica però esso è pericoloso quando la curva di concentrazione e

poco accentuata e quindi l’area di concentrazione è ristretta,

perché in tal caso piccole inesattezze nella costruzione del dia

gramma possono avere un’ influenza non trascurabile sui risultati.

E, anche quando questo inconveniente non si presenti, resta

sempre quello, inevitabile, che la misura dell’area, sia mediante
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l’ integrafo o il planimetro, sia mediante l’uso di carta millime

trata, è influenzata dalla tendenza personale del calcolatore e.

da cause accidentali, che faranno sì che due persone o una

stessa persona in due misure otterranno sempre risultati più o

meno diversi. Per ciò io penso che, quando sia data l’intensità del

carattere per tutti i casi 0 quando le classi, in cui i casi vengono

raggruppati, sieno abbastanza numerose per che si possa rite

nere che la formula (17) conduca a buone approssimazioni del

valore di R, non ci si debba esimere dal calcolo aritmetico del
rapporto di concentrazione, e del calcolo grafico ci si possa ser

vire solo per una prima eÌrapida ispezione. Il calcolo grafico
conserverà naturalmente di fronte al calcolo aritmetico impor
tanza tanto maggiore quanto minore è il numero delle classi, per
assumere importanza preponderante quando questo sia così ristretto

da non permettere di ritenere che la formula (17) conduca a

buone approssimazioni del valore di R.

0

8. - La rappresentazione grafica della curva di concentra
zione è utile per illustrare la relazione che intercede tra il valoreI
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esatto R del rapporto di concentrazione secondo la formula (18)
e il suo valore approssimato per difetto R’, secondo la formula
(15). Si tenga perciò sott’occhio il diagramma a pag. 32 (Fig. 4).
Sieno 5 le classi in cui sono classificate le n intensità del

carattere e sieno m , m", a", bm, mw, (E le ascisse pro
porzionali ai 5 valori di i, e bî_c, , mi, Ìîm_0m, blv_clv’ I)? le
ordinate proporzionali ai corrispondenti valori di A,,. Si dimostra

facilmente che il rapporto all’area del triangolo obc dell’ area com
presa tra la retta ob e la spezzata o bI b" b... blv b costituisce il li

mite a cui tende R’ col crescere di n (1); mentre, come si è

mostrato al ,S 6, il rapporto all’area del triangolo obc dell’area com

presa tra la retta o b e la curva è il limite a cui, col crescere

(I) Indichiamo con ali uno degli 1' valori di a e con b, il corri
spondente valore di b.
Le superficie del trapezio a, a;_, b;_. b,

,

sarà_ 1 __ g= ai ah. X

'5

(“i b
i

+ ak-| ba.) -

Si noti ora che è_ p ._- 1
';

1'}.
ai ai-| = 2 (H I)

; =_ ; (1|.-. b}-. = ‘_‘ .
. n n

_ _ _ i + i ' S .
Detta superflue sarà qumd1 =_(k_z%)_i-; la SUP6I'fiCIB rac‘ n .‘ ,.

'

__ ._ E‘(ik + ll-|)sb
chiusa tra i segmenti va e a b e la spezzata sarà =

'fl;la

2 n A.
superficie racchiusa. tra la retta di equidistribuzione e la spezzata sarà

E|(ù + il-4) Sk
= _ÎA__--ì, e il rapporto di quest’ ultima superficie a quella‘ n n

El(ik + i...) S}
- n A,

n A,
'

Dalla (15) s
i deduce facilmente, tenendo presente che è

23.84,
: A. ,

del triangolo che sarà =

il seguente valore di R'

É(ù + i',,-,)S. ‘- nA,
R' = î‘.______

in- 1) A, ’

1

che coincide a meno di - col valore dato dalla (20) e tende a questo
n

col crescere di n.
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di n, tende R. Poichè la curva di concentrazione e convessa
verso l’ asse delle ascisse; la spezzata o bl 1

),
,

km 0“, b sarà. in

scritta nella curva di concentrazione e 1’ area tra detta spezzata
e la retta o 1
) sarà minore dell’area tra la curva di concentra

zione e la retta 01). Si comprende anche facilmente dal dia

gramma che tale differenza è tanto maggiore quanto più la curva

di concentrazione è accentuata, quanto minore è il numero delle

classi e, generalmente, a pari numero di classi, quanto più è

diverso il numero dei casi che nelle varie classi rientrano.

fl- -« Esaminiamo la relazione, in cui il rapporto di con
centrazione sta con gli indici di variabilità, che si usano per

caratterizzare la distribuzione dei caratteri.

Gli indici di variabilità si possono dividere in due categorie :

a
) indici, in cui la variabilità del carattere viene misu

rata mediante un valore medio degli scostamenti (presi in valore

assoluto) da una media delle intensità. del carattere. Secondo

che, tra i valori degli scostamenti, s
i sceglie 1
’ uno o l’altro va

lore medio, si hanno indici di variabilità diversi. Usualmente si

sceglie, o la media aritmetica, e s
i ha lo scostamento semplice

medio, o la media quadratica (l),e si ha lo scostamento quadratico
medio, o la mediana, e si ha lo scostamento probabile. Ognuno di

questi indici di variabilità può a sua volta distinguersi secondo

che gli scostamenti sono misurati dall’ una e dall’ altra media
delle intensità del carattere: di solito gli scostamenti si misurano
dalla media aritmetica, talvolta dalla mediana.

b
) indici, in cui la variabilità del carattere viene desunta

da un valore medio delle differenze (prese in valore assoluto)
che si possono instituire tra le intensità del carattere. Se, fra

tutti i possibili valori medii, si sceglie la media aritmetica, s
i

ottiene l’indice di variabilità detto differenza media.
Gli indici della prima categoria rispondono al problema:

Quale è la differenza tra le intensità osservate del carattere e

una certa loro media? Essi hanno particolare valore nelle ricer

che, in cui si ha ragione di ritenere che "codesta media tra le

intensità osservate corrisponda ad_ una grandezza efl'ettivamente

(1) Media quadratica fra più quantità chiamo la radice quadrata

della media aritmetica fra i quadrati della quantità.
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esistente, dalla quale le intensità osservate si disc0stano per
errori di osservazione (come nelle rilevazioni della fisica o del

1’ astronomia o della geodesia), o a una grandezza che può ve

nire riguardata come tipica, da cui le intensità osservate si pos
sono ritenere allontanarsi per oscillazioni accidentali (come spesso

avviene nelle rilevazioni relative ai caratteri di una specie).
Gli indici della seconda categoria rispondono al problema:

Quale è la differenza tra le varie intensità del carattere? Essi

hanno particolare valore nelle ricerche, in cui non sia soddisfatta

una delle due circostanze sopra accennate, per esempio nelle rileva

zioni relative ai redditi, ai patrimoni, agli affitti, al numero dei

nati, dei matrimoni, dei morti; in generale nelle ricerche di

statistica economica e demografica.
Nella nostra memoria Voriabililù e dlufubilità, abbiamo messo

in luce le relazioni che intereedono tra gli indici della prima

categoria e quelli della seconda, e abbiamo esaminato partita
mente in quali casi rispondano meglio agli scopi della ricerca

gli uni e in quali casi gli altri.
Dimostreremo ora che il rapporto di concentrazione coincide

col rapporto della differenza media al valore massimo che questa

può assumere, o in altre parole, col rapporto della difl'erenza

media al doppio della media aritmetica del carattere.

Sappiamo che la difl'erenza media è data dalla formula

mi

2 T
A :_ È(n + 1 - 21') (a,,_,,I - al)
n (n - I \ '=‘

2 A
e che il suo massimo valore possibile è =2M, =_î'\‘).

n

Basterà quindi dimestrare che sussiste l’ uguaglianza

Éc + 1 21) («W _.,,) (m
(n- 1) A"

R:

o anche, poichè si sa dalla (12) che è

(1) Cfr. Variabilità e Mutabilità, pag. 22 e pag. 80.
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(n-l)A,-2ÌIAÌR:W’
che sussiste 1’ uguaglianza

-«.-> = (fl-I)A._ 2ÌÎA|. (22)irl

1;_|_

_)J(n+l-2i)(a|:| IMI-i

Cominciamo per ciò col notare che è

(n - I) (al + a, + ....+ a")
:(n- l)a‘ + (n -- 2) a,I -I- (n _ 3) aJ + + 2a__,+ n__‘ +
+ a, + 2a, + + (n _- 3) a__, + (n ’- 2) a__. + (n - 1)a_
Sottraendo da ambo i membri la somma

2%(n-l)a.+(11-2)a,4-(n--3)u,+....+ 2a__,+a__.)%,

si ottiene l’ uguaglianza

(nul)(al+ u,+....+a.)-2 i (n-1)a.+(n-2)a,+....+a__. z

=

=a,+ 2a,+ +(n -2)a__.+(n - l)a_
-(n-1)a.-(n-2)a,-(n-3)a,-....g aad

e da questa, sostituendo in base alle uguaglianza seguenti,

(n- 1)A.=(n- 1) (a. +a,+ ....+a_)
ì_-:‘Ai
= (n _ l) a. + (H

_

2
)

(la + + 2a“I + a,“|
n|

É(n+ l

- 2i)(a__l_i_ai)z(n-l)a_ + (71-2)0._.+ ....+2aa+aì
-(n-l)a‘-(n-2)a,-....-2u__,-a__,

si ricava immediatamente la (22).

IO. - La relazione trovata fra R e A permette di dare
un’ altra dimostrazione delle relazioni che intercedono tra R e i

suoi valori approssimati R' ed R". V

Se le 11 quantità, che hanno per differenza media A ven
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gono raggruppate in 1‘ classi, si dimostra facilmente che la dif
ferenza media delle n quantità che si ottengono dalle prime,

sostituendo ad ogni quantità la media della classe a cui appar

tiene, è

Éfr(fz“‘ 1)AL

11(n- I)
A, ___ A _ (23)

dove A, (k=l, 2.... r) indica la differenza media tra le f]
,

quantità. della classe In“ (1).
Ma è

, per quanto si è dimostrato a
l

paragrafo precedente,

R =m e analogamente R' =

'

Sarà. quindi

Éf.<f. DA._ (24)

2n(n-- 1) M_
R’=R

Questa uguaglianza mostra. come il valore approssimato R' si

avvicini tanto più al valore vero R quanto minore è
, relativamente

alla media generale 111,, la variabilità. A, nelle singole classi e
quanto minore è

, relativamente al numero totale n(n-l) delle
differenze, la somma Èf, (f,-«l). Ci si persuade facilmente
che questa somma è tanto maggiore quanto più è piccolo il nu

mero r delle classi in cui si sono distinte le 11 osservazioni e

(1) Si osservi per ciò che le n (n- 1) differenze, a cui danno luogo
le 11 quantità, che hanno per differenza media A, si possono dividere
in due categorie: a) differenze che passano tra quantità. che appartengono

'

alla stessa classe; queste differenze sono in numero di Elfl, (f,
- l);‘

b
) differenze che passano tra quantità che appartengono a classi diverse.

Se ad ogni quantità si sostituisce la media delle quantità. della

classe, la somma delle differenze della seconda categoria resta inalte

rata, mentre le differenze della prima categoria divengono tutte =0.
Per ottenere il valore d

i n(n-l) A' bisognerà dunque sottrarre dal
valore di n(n -1)A la somma delle differenze tra quantità apparte
nenti alla medesima classe, che è gf. (f), - 1)A,, .
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quanto più sono disuguali i numeri f|ì dei casi che rientrano

nelle singole classi.

Del secondo termine del secondo membro della (24) s
i

può

dare un valore approssimato nell’ipotesi che le f} quantità della

. . . . "t

classe km" seguano una progressione aritmetica a ragione «,- ,
i

dove c, indica l’estensione della classe.

In questa ipotesi, è (')

A _ (f,,+l)i*’
3f.

Se nella (24) s
i sostituiscono, in base a questa uguaglianza,

i valori di A
,

si ottiene, per R, un valore approssimato R” che

è precisamente quello dato dalla (17).

Il. - La relazione trovata tra R e A è importante in

quanto permette di usufruire delle conclusioni a cui, nella nostra

memoria Variabilifù e Muh’zbilità, siamo giunti relativamente a '.\.

In detta memoria:

(1
) abbiamo esaminato l’influenza che sul valore probabile

di A esercita la scelta a caso con ripetizione e la scelta a caso

senza ripetizione (2).

b
) abbiamo esaminato la relazione tra i valori di A ottenuti

per seriazioni parallele

(2
) abbiamo esaminato le relazioni che, per una data seria

zione, intereedono tra il valore di A e lo scostamento semplice

o quadratico medio dalla mediana o dalla media aritmetica. Tali

relazioni variano secondo la distribuzione del carattere. Noi ab

biamo messo in luce le relazioni che intereedono tra i detti in

dici di variabilità quando le intensità del carattere si distribui

scono secondo una progressione aritmetica, secondo una progres
sione geometrica, secondo la curva degli errori accidentali, se

condo una curva di tipo iperbolico, nel caso di massima disu

guaglianza di distribuzione (4).

(1) Cfr Variabilz'tà e Mutabilità, pag. 52.

(2) Pagg. 37-46.

(3) Pagg. 46-49.

(4) Pagg. 49-83.
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(1
) abbiamo riscontrato quali discordanze possono in pra

tica presentarsi nei risultati secondo che, nei confronti tra la

variabilità dei caratteri, ci si fondi sulla differenza media o in
vece su uno degli altri indici di variabilità'(‘). Altri, e più nu
merosi, riscontri furono eseguiti, in questo campo, dal dott.

Giovanni Dettori (s).

e
) abbiamo messo in luce le relazioni, che intercedono tra

il rapporto della differenza media alla media aritmetica, l’in
dice a di distribuzione dei redditi introdotto dal Pareto e l’in
dice 8 di concentrazione dei redditi secondo la formula (7) (3).

f) abbiamo esaminato quando, nelle ricerche sulla varia
bilità dei caratteri, sia più conveniente fondarsi sulla differenza
media e quando su di un altro indice di variabilità (4).

g
) abbiamo esaminato quando,e in quale misura, nel con

fronto tra la variabilità dei caratteri, si debba tener conto dei

loro valori medii.

Tutte codeste conclusioni si possono importare senz’altro

nella teoria del rapporto di concentrazione, tenendo presente che

il rapporto di concentrazione e uguale alla difl‘erenza media di
visa per il doppio della media aritmetica del carattere.

l2- - Talvolta non si conosce la seriazione intera del ca
rattere, ma solo una seriazione tronca, che contiene i casi in cui

il carattere si presenta con un’ intensità superiore ad un dato

limite. Ciò avviene spesso nelle statistiche economiche, rilevate

a scopo fiscale, relative a redditi, patrimoni, stipendi, affitti, per
cui è concesso un limite di esenzione. Vediamo quale influenza

eserciti sul rapporto di concentrazione il considerare la seriazione
tronca in luogo della seriazione intera del carattere.

Sieno k i casi trascurati sugli n casi totali, 1), sarà la fra

zione dei casi trascurata nella seriazione tronca e q, la frazione,

(I) Pagg. 83-86.
(2) Contributo allo studio della variabilità dei prezzi in Studi

economico-giuridici della R. Università di Cagliari. VOI. IV. Parte 1'.
Cagliari. Dossi, 1912.

(3) Pagg. 70-80.

(4) Pagg. 86-99.
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che l’ ammontare del carattere spettante a questi casi rappresenta.

sull’ ammontare totale del carattere. _
Nel diagramma seguente (Fig. 5), in cui è al solito oc=p_= I;
fib=q.:1, @‘=pk; @:q.=a gc=l-p.=îfe;
bf’:1*qk 2 8f; df= (1 - z) - (1--P.) =P. « a; ma

1 1 1
obc = 5; area bde = E (1 _P,,) (l

_ 9;)? area fbd = î(pi__q‘)
1

(1*91); area df0 :
’2’(1)k_9k)

qb°

Fig. 5

Indichiamo con C 1’ area di concentrazione per la seriazione

intera, con C' 1’ area di concentrazione per la seriazione tronca

(area punteggiata del diagramma), con T 1’ area. tratteggiata del
diagrannna, con R il rapporto di concentrazione per la seriazione
intera e con R.” il rapporto di concentrazione per la seriazione
tronca ottenuta trascurando la frazione 1),, dei casi.
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Sarà

_ C, + area fdb + area fdo + T_
area obc

C |

R

_Fk:_ ,
area bde

da cui, sostituendo in base alle uguaglianze poste e riducendo,

si ottiene facilmente

R=Rp,(l-Pil(l_qi)+lh-qi+9T (25)

Il valore di T si può calcolare approssimativamente nell’i
potesi che le intensità del carattere nei casi trascurati formino

una progressione aritmetica. Si intende che 'questa ipotesi può

portare, secondo i casi, ad approssimazioni molto diverse. Quando

si possa anche ammettere che il primo termine della progres
sione sia molto vicino allo 0, si -può ritenere (1)

T 1

area odg E
e quindi la (25) si riduce alla forma

1

R=R-f,(l-p.)(l *q.)+p.-qi+gaq. (26)

(1) Infatti, se con A, si indica la differenza media dei k casi tra
scurati e con M, la loro media aritmetica, sarà

T A.=
area ody 2M,

'

Ma, se le intensità del carattere nei k casi trascurati costituiscono

una progressione aritmetica a ragione H, sarà (cfr. Variabilr'tà e Mu
taba’h'tà, pag. 52

__ H (k + 1)
3

H (k _ 1)
2

dove a, indica l’ intensità minima del carattere. da cui

1

’1
‘

__ k +1 1‘“ _ î “'
area odg_3(k-l) M,

1

che, per le abbastanza grande e a‘ molto vicino allo 0, s
i può ritenere =

è
- .

AI:

hl.=fl. +
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da cui si ricava che è

4
q.
(2
‘ fa)3 , 27

RÌR,.li per R.,,Ìl--- ( )
’

P1+QL(I_PL)

La relazione (27) mostra che, secondo i casi, può essere

RÌ R.,.‘; in altre parole, il rapporto di concentrazione calcolato
sulla seriazione tronca può essere diverso e, secondo icasi,
maggiore o minore di quello calcolato sulla seriazione intera.

Vi è un caso, che ha notevole importanza pratica, in cui è

approssimativamente R = R.,.k . Se

f, = V 1
5
’
d .z:, (28)

indica il numero delle volte in cui il carattere assume un valore

compreso tra 22, c x,+dx,, e sono soddisfatte le condizioni

seguenti: a) che il valore minimo di 2:, sia molto piccolo di fronte
al suo valore massimo, b

) che 11- 2 sia positivo e non vicinis
simo allo 0 , c) che il numero n - 16 dei casi considerati sia abba

n- k

stanza grande per che possa trascurarsi il fattore _k-Î , lan - -
differenza media tra gli a - k valori considerati del carattere può
scriverai (I

)

2=___M
211-3 ""

e il rapporto di concentrazione diviene_

’

indipendente dal valore minimo di .1', e dal numero k dei casi
trascurati.

Avverandosi le condizioni suddette, il rapporto di concen
trazione per la seriazione tronca può ritenersi approssimativa
mente uguale a quello per la seriazione intera, restando indiffe
rente la frazione dei casi trascurati. Ora le condizioni suddette

si verificano quasi sempre per le seriazioni dei redditi globali.

(1) Cfr. Variabilità e Mutabz'lt'tà, pag. 63.
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‘.

Questi infatti, nella loro distribuzione, seguono, e quasi sem

pre con buone approssimazioni, la (28‘), come ha messo in luce

il Pareto; i valori di h finora determinati variano da 2,15 a 2,9,
il numero dei redditieri dato dalle statistiche di uno Stato è

sempre molto alto, e il reddito minimo tassato è sempre molto
piccolo in confronto del reddito massimo.

Per i redditi globali, dunque, sarà da attendersi che il rap
porto di concentrazione per una seriazione. tronca sia approssi
mativamente rappresentativo del rapporto di concentrazione per
la seriazione intera.

Il prof. de’ Stefani ha verificato questa previsione relativa
mente ai redditi della Danimarca (1909). Egli ha calcolato dap
prima il valore di R” (= 45,6 011,) e poi i valori di RÌ,k, astra
endo successivamente dalla 1", dalla 1a e 2“, dalla 1“, 2n e 3"

classe, e cosi via. Ecco i risultati ottenuti.

Danimarca, 1909. Redditi

R" = 45,6 °/,
,

Valori di p, Valori di R:r,'
0,63 41,3 “,".,

0,68 40,3 °/.,

0,î6 40,1 °/,

0,83 40,3 ",
1
0

0,89 40,9 "/,,

0,93 41,8 “l
,

0,97 41,6 ",
',

0,98 41,0 “I
,

0,990 41,1 °,‘,

0,994 40,6 “1,,

0,9% 40,1 °.-«»

0,998 38,9 "'j.,

Il rapporto di concentrazione diminuisce alquanto astraendo
dalla prima classe, ciò che conferma. la circostanza, già osser

vata dal Pareto, che i redditi minimi non seguono molto bene

la (28). Astraendo via via anche delle classi successive, il rap

porto di concentrazione varia ora in un senso, ora nell’altro, ma

non fortemente: per che si riscontri un abbassamento sensibile

nel suo valore, bisogna considerare solo il 0,2 °/
,, dei casi. Si può

ritenere confermata, da questo esempio, la previsione che, per

i redditi globali, il rapporto di concentrazione calcolato per una
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seriazione tronca non è essenzialmente diverso da quello per la

seriazione intera.

Ben diversa è la conclusione per le seriazioni dei patrimoni

e degli stipendi. 11 de’ Stefani ha calcolato i valori di RÎ,‘ per
i patrimoni della Danimarca (1909) e per gli stipendi degli im

piegati pubblici del Belgio (1911).

Danimarra, 1909. Patrimoni

R"=92.1°/,

Valori di p. Valori di Ri,.
0,13 64.8°/.
0,90 57,4°/,

0,93 . 33,9°/,

0,97 54,1 °/
,

0,930 54,1°/,

0,995 32,0°/,

Belgio, 1911. Stipendi dei pubblici impiegati.

R"=34,3°/,

Valori di p. Valori di R},
0,009 33,9°/0

0,054 31,2°/o

0,640 26,0 °/.,

Per i patrimoni danesi, il rapporto di concentrazione dimi
unisce continuamente e fortemente col crescere della frazione dei

casi trascurati; per gli stipendi del Belgio, il suo andamento è

più irregolare. In ogni modo, per questi caratteri, il rapporto
di concentrazione determinato per una seriazione tronca non può
darci un’ idea neppure approssimata di quello che sarebbe il suo
valore per la seriazione intera.

Vediamo ora con quanta approssimazione, dai valori di p,,,

q,, R.,ì, si possa risalire, in base alla (26), ai valori di R.
Diamo qui, i valori di p, e di g, e i valori calcolati di R per

i patrimoni e i redditi della Danimarca e per gli stipendi del
Belgio; nelle tavole precedenti, si possono trovare i corrispon
denti valori di R.“ .
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Danimarca, 1909. Redditi

R" = 45,6 °/,

Valori di 71,, Valori di q. Valori di R calcolati
in base alla. (26)

0,633 0,302 50,0 “[
0

0,683 0,339 50,6 °/
,,

0,762 0,414 50,8 °/
,,

0,828 . 0,49! 50,8 °/
,,

0,885 0,573 50,1 °/
,,

0,933 0,661 48,7 °/,,

0,968 0,249 46,4 °/,

Danimarca, 1909. Patrimoni

R" = 92,7 °/
,,

Valori di p, Valori di q,, Valori di R calcolati
in base alla (26)

0,783 0,052 87,8 °/
,

0,900 0,181 82,1 “I
,

0,972 0,419 69,8 °/,,

0,995 0,644 56,6 '/,
,

Belgio, 1911. Stipendi di impiegati pubblici
R" = 34,3 °/,

,

Valori di p, ’ Valori di q, Valori di R calcolati
in base alla (26)

0,009 0,0016 34,3 “I
,

0,054 0,019 38.1 "I
,

0,640 0,388 39,2 °/
o

Per i redditi della Danimarca e per gli stipendi del Belgio,

i valori di R calcolati in base alla (26) non sono essenzialmente
diversi, per quanto sensibilmente più elevati, dal rispettivo va

lore R” determinato sulla seriazione intera; per i patrimoni da

nesi, invece, essi rimangono molto al di sotto di R" e tanto più
se ne discostano quanto più è elevata la frazione p, dei casi
trascurati.

Verrebbe la pena, io penso, di estendere queste indagini ad

altri caratteri e, per ogni carattere, a parecchie seriazioni, per
stabilire quale influenza sul rapporto di concentrazione esercita,

nei varii casi, 1’ operare su d
i

una seriazione tronca e con quale

approssimazione, in base alla (26) o ad altre formule, che si

possono facilmente escogitare fondandosi su ipotesi diverse e me
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glio rispondenti al vero, si possa risalire dal rapporto di con

centrazione per una seriazione tronca al rispettivo rapporto di

concentrazione per la seriazione intera.

I3. -- Riassumiamo i risultati presentati in questa memoria.
1. Prendendo le mosse dal concetto di indice di (rom-l’11frazione,

da noi svolto e applicato fin dal settembre 1908 e più com

pletamente nel settembre 1909, abbiamo proposto un indice

di concentrazione (detto mpporlo di rom-mm‘agione) valido

per tutti i caratteri, qualunque sia la loro distribuzione.

2. Abbiamo dimostrato come al rapporto di concentrazione si per

venga anche perfezionando un metodo grafico proposto da

Lorenz (1905), Uhatelain (1907), Séailles (1910) per rappre

sentare la distribuzione della ricchezza.

3. Abbiamo dimostrato pure cmue il rapporto di concentrazione

stia in una relazione molto semplice con la differenza merli"

tra le intensità del carattere: esso è precisamente il rap
porto della differenza media al valore che questa assume

rebbe nel caso di massima disuguaglianza di distribuzione,

o, in altre parole, il rapporto della differenza media al doppio
della media aritmetica del carattere.

4. Abbiamo indicato i procedimenti aritmetici e grafici, convenienti

per il calcolo del rapporto di concentrazione, sia quando le

statistiche forniscono gli elementi completi sulle intensità del

carattere, sia in molti casi, in cui esse forniscono soltanto

elementi più o meno incompleti.
5. Del rapporto di concentrazione abbiamo dato numerose appli
cazioni, sia a caratteri fisici dell' uomo, sia a caratteri

economici.

Le teor:e degli indici di concentrazione e. degli indici di va
riabilità vengono così collegate fra loro e resta dimostrato il si
gnificato che, rispetto ad esse, hanno i metodi grafici escogitati
per rappresentare la distribuzione della ricchezza.

(Linenm'nte le bozze per la stampa il giorno 25 Giugno 1914)
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